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1. 공간도형

그림과 같이 한 변의 길이가 인 정사각형을 밑면으로 하고 OAOBOCOD 인 정사각뿔 O  ABCD가 있다. 두

선분 OA , AB의 중점을 각각 P, Q라 할 때, 삼각형 OPQ의 평면 OCD 위로의 정사영의 넓이는?1) [4점]
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한 변의 길이가 인 정사각형을 밑면으로 하고 높이가   인 직육면체 ABCD  EFGH가 있다. 그림과 같이 이 직육면

체의 바닥에 ∠EPF  인 삼각기둥 EFP  HGQ가 놓여있고 그 위에 구를 삼각기둥과 한 점에서 만나도록 올려놓았더니

이 구가 밑면 ABCD와 직육면체의 네 옆면에 모두 접하였다. 태양광선이 밑면과 수직인 방향으로 구를 비출 때, 삼각기둥

의 두 옆면 PFGQ , EPQH에 생기는 구의 그림자의 넓이를 각각 ,  (  )라 하자.  


의 값은? [4점]2)
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그림과 같이 옆면은 모두 합동인 이등변삼각형이고 밑면은 한 변의 길이가 인 정사각형인 사각뿔 O  ABCD에서

∠AOB  이다. 점 A에서 출발하여 사각뿔의 옆면을 따라 모서리 OB 위의 한 점과 모서리 OC 위의 한 점을 거쳐 점

D에 도착하는 최단경로를 이라 하자.  위를 움직이는 점 P에 대하여 AB⋅OP의 최댓값을   라 할 때,   의 값

을 구하시오. (단, , 는 유리수이다.) [4점]3)
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   2. 벡터

좌표평면 위를 움직이는 점 P의 시각   ≤  ≤ 에서의 위치   가

  cos ,    sin 

일 때, [보기]에서 옳은 것만을 있는 대로 고른 것은?4)[4점]

 

ㄱ.   


일 때, 점 P의 속도는    이다.

ㄴ. 점 P의 속도의 크기의 최솟값은 이다.

ㄷ. 점 P가   에서   까지 움직인 거리는 이다.

[ 보  기 ]

① ㄱ ② ㄷ ③ ㄱ, ㄴ ④ ㄴ, ㄷ ⑤ ㄱ, ㄴ, ㄷ
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평면 위에 반지름의 길이가 인 원 가 있다. 원  위의 두 점 A, B에 대하여 AB  이고, 이 평면 위의 점 P가 다

음 조건을 만족시킨다.

(가) AP 

(나) AB와 AP가 이루는 각의 크기를 라 할 때, cos는 자연수이다.

원  위의 점 Q에 대하여 AP∙AQ의 최댓값을 구하시오.5)[4점]
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그림과 같이 한 변의 길이가 인 정삼각형 ABC와 반지름의 길이가 이고 선분 AB와 직선 BC에 동시에 접하는 원 가

있다. 원  위의 점 P와 선분 BC 위의 점 Q에 대하여 AP∙AQ 의 최댓값과 최솟값의 합은  이다.  의 값

을 구하시오. (단,  , 는 유리수이고, 원 의 중심은 삼각형 ABC의 외부에 있다.) [4점]6)
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   3. 미적분 II

상수항을 포함한 모든 항의 계수가 유리수인 이차함수 가 있다. 함수 가

   ′

일 때, 함수 는 다음 조건을 만족시킨다.

(가) 함수 는   에서 극솟값을 갖는다.

(나) 함수 의 최댓값은  이다.

(다) 방정식    의 근은 모두 유리수이다.

의 값을 구하시오.7)[4점]
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최고차항의 계수가 인 이차함수 에 대하여 함수 가

 









일 때, 함수 는 다음 조건을 만족시킨다.

(가) 모든 실수 에 대하여  ′   ′이다.

(나) 점  은 곡선   의 변곡점이다.

의 값은?8)[4점]

① 


ln ② 


ln ③ 


ln ④ 


ln ⑤ ln
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 ≤ 인 자연수 와 함수      에 대하여 함수 를

  

라 할 때, 가 다음 조건을 만족시킨다.

(가) 함수   의 그래프와 직선    (  )이 서로 다른 개의 점에서 만난다.

(나) 함수 가 미분가능하지 않은 실수 의 개수는 이다.

두 상수  , 에 대하여 의 값을 구하시오. [4점]
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1)  ③

선분 CD의 중점을 R라 하자.

두 평면 OAB, OCD가 이루는 예각 는
  ∠QOR이다.
OQORQR 이므로 삼각형 QOR는 정삼각형이다.

그러므로 cos  



점 P는 선분 OA의 중점이므로 삼각형 OPQ의 넓이를  라 하면

 


×(삼각형 OAQ의 넓이) 


×  

삼각형 OPQ의 평면 OCD  위로의 정사영의 넓이를  ′ 라 하면

 ′   cos  ×
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2) ④
주어진 입체를 옆면 ABFE가 정면에서 보이도록 나타낼 때, 구는 다음 그림과 같이 변 AB , AE , BF에 동시에 접하는 원이다. 

위 그림에서 원의 중심을 C , 점 C에서 변 EF에 내린 수선의 발을 I라 하자.
원의 반지름의 길이가 이고 AE    이므로 
CI  이다. 
직각삼각형 CEI에서 EI 이므로 ∠CEI 이다.
따라서 삼각형 CEF는 한 변의 길이가 인 정삼각형이다. 
  이므로 점 P 는 F에서 원에 그은 접선 위에 존재한다.
그런데 점 F에서 선분 CE에 내린 수선의 발은 선분 CE를 수직이등분하므로 
점 P 는 선분 CE의 중점이고 점 P 에서 직선 PF와 원이 접한다. 

점 P 에서 선분 EF에 내린 수선의 발을 J라 할 때, EJ 이다. 
구의 중심을 지나며 직육면체의 밑면에 평행한 평면으로 주어진 입체를 자른 단면을 라 하자. 

은 위 그림의 어두운 부분에 의해서 평면 PFGQ 에 생기는 그림자의 넓이와 같다. 
평면 와 평면 PFGQ 가 이루는 각은 이므로 
cos  


  

∴  



  

은 위 그림의 어두운 부분에 의해서 평면 EPQH에 생기는 그림자의 넓이와 같다. 
평면 와 평면 EPQH가 이루는 각은 이므로 
cos  


  

∴   


  

∴  
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3) 

최단경로 이 선분 OB , OC와 만나는 점을 각각 E , F라 하고 
주어진 입체를 전개도로 나타내면 다음 그림과 같다.

위 전개도에서 최단경로 은 선분 AD 이다. 따라서 점 P 는 전개도의 선분 AD  위에 있다.
(ⅰ) 점 P 가 선분 AE  위에 있는 경우 

AB⋅OP AB⋅OAAP 

AB⋅OAAB⋅AP

삼각형 OAB가 OA OB 인 이등변삼각형이므로 선분 AB의 중점을 M이라 하면
선분 OM은 선분 AB를 수직이등분한다.
∴ OA cos∠OAB  AM 

∴ AB⋅AO  AB⋅AO cos∠OAB  ⋅  

∴ AB⋅OA AB⋅AO  

삼각형 OAD 는 직각이등변삼각형이므로 ∠OAD  

삼각형 OAB가 이등변삼각형이고 ∠AOB  이므로 
∠OAB  ∠OBA  

∴ ∠EAB  ∠OAB  ∠OAE  

따라서 삼각형 ABE는 ∠BAE  이고 AB AE 인 이등변삼각형이다. 
∴ AB⋅AP  AB⋅AP cos∠EAB 

 ⋅AP cos   ×AP

∴ AB⋅OP AB⋅OAAB⋅AP

   AP

 ≤ AP ≤ 이므로 AB⋅OP 는 AP  , 
즉 점 P 가 점 E에 있을 때 최댓값     을 갖는다.

(ⅱ) 점 P 가 선분 EF  위에 있는 경우 
AB⋅OP AB⋅OAAEEP 

AB⋅OAAB⋅AEAB⋅EP
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(ⅰ)에서 AB⋅OAAB⋅AE    

∠AEB  ∠OBC이므로 EF //BC 이다.
그런데 사각형 ABCD 는 정사각형이므로 AB⊥BC 이다. 
따라서 EP ⊥AP 이므로 AB⋅EP  이다. 
∴ AB⋅OP AB⋅OAAB⋅AEAB⋅EP

   

(ⅲ) 점 P 가 선분 EF  위에 있는 경우 
사각형 ABCD 가 정사각형이므로 ABDC

AB⋅OP DC⋅OP DC⋅OD DP 

DC⋅OD DC⋅DP

(ⅰ)과 같은 방법으로 AB⋅OP 는 DP  , 
즉 점 P 가 점 F에 있을 때 최댓값     을 갖는다.

(ⅰ),(ⅱ),(ⅲ)에서 AB⋅OP 는 점 P 가 선분 EF  위에 있을 때, 최댓값     를 갖는다.
∴   ,   

∴          

4)  ⑤

점 P의 속도  는  sin   cos

ㄱ.   

 일 때, 점 P의 속도는  이다.(참)

ㄴ. 속도의 크기  는

 sinsin  sin  sin sin

  

 일 때,  의 최솟값은  이다.(참)

ㄷ. 점 P가    에서    까지 움직인 거리는
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sin

            cos 
  (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ, ㄷ

5)  

그림과 같이 좌표평면 위의 점 A 를 A  , 
점 B 를 B  , 원 의 중심을 R 라 하자.
AP∙AQ AP∙ARRQ AP∙ARAP∙RQ

AP  , AR  , RQ  이다.
AP∙AR 가 최대인 경우를 구하면
(ⅰ) cos   일 때, 
점 P 가 선분 AB 위에 있으므로

AP∙AR  AP×AR×cos∠PAR ××


 

(ⅱ)   cos   일 때,
∠PAB  ∠PAB   인 제 사분면 위의 점을 P , 제 사분면 위의 점을 P 라 하자.

∠PAR  ∠PAR이므로 AP∙
AR AP∙

AR

그러므로 제 사분면 위의 점 P 만 고려하면 된다.

∠RAP   , ∠RAB   라 하면 cos  

 이고, cos 가 자연수이므로 cos  cos  

따라서    이고 cos 의 값이 
 일 때, AP∙AR 가 최댓값을 갖는다.

    이므로 

cos cos coscossinsin 


×


 


×


 



AP∙AR  AP×AR×cos ××


 

(ⅰ), (ⅱ)에 의하여 
AP∙AR 가 최대가 되는 AP 에 대하여 AP 와 RQ 가 같은 방향일 때, AP∙RQ 의 값이 최대이므로 AP∙RQ 의 최댓값은 이다. 

그러므로 AP∙AQ AP∙ARAP∙RQ ≤   

따라서 AP∙AQ 의 최댓값은 
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6)   원의 중심을 O라 하면
  AP AO OP 이므로
    AP ⋅AQ  AO OP ⋅AQ

             AO ⋅AQ OP ⋅AQ

  여기서 AO ⋅AC≤AO ⋅AQ ≤AO ⋅AB

  그림에서 BM

 , OD 

   ,

  AD    이므로

      AO  

  
      

      AB      , AC    

      AO ⋅AC   


 , AO ⋅AB   




 또, OP ⋅AQ  AQ cos  이므로   ≤OP ⋅AQ ≤ 

 따라서 최댓값은   


      




        최솟값은   


    




 이므로 최댓값과 최솟값의 합은      

          ∴          

7)  

   이라 하자.
 ′ 이고  ″ 이다.
두 곡선   와    ′ 는 각각 직선   에 대하여 대칭이므로

함수    ′의 그래프도 직선   에 대하여 대칭이다.
(ⅰ)   인 경우

   이면 함수    ′ 는 실수 전체에서 증가하므로 함수 의 최댓값이 존재하지 않는다.
그러므로 조건 (나)에 의하여    이다. 

′   ′′
′  ″ ′  

′   

방정식  ′  을 만족하는  는 한 개이고 그 값을    이라 하자. 함수 는   에서 극댓값을 갖고, 그 값이 최댓값이다.
(ⅱ)   인 경우
함수   의 그래프는 직선   에 대하여 대칭이므로 함수 는    에서 극댓값을 갖고, 그 값이 최댓값이다.
(ⅰ), (ⅱ)에 의하여 함수   의 그래프의 개형은 다음과 같다.

   이고, 함수 는    에서 극솟값을 가지므로   이다.

함수 는    에서 최댓값이  이므로

   ′   이다.
상수항을 포함한 모든 항의 계수가 유리수이므로
 ′    …… ㉠

     

 …… ㉡
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또한 함수 는    에서 극댓값을 가지므로

 ′ 에서     …… ㉢

㉠, ㉡, ㉢에 의하여    ,   

 이므로   

      

따라서  

8)  ④

′

 , ′′이므로  이다.

는 최고차항의 계수가  인 이차함수이므로

     (단, 는 상수이다.)
점  은 곡선   의 변곡점이므로

″ 

′

″ 

′



 

   이므로    

따라서  





 


 

 ln 



 


ln


