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역함수편

<역함수, 너무 식으로만 하는건 아니니?>

                                                     

by우주설



안녕하세요. 우주설입니다.

전환함수에 이어서 이번에 알아볼 주제는 역함수입니다.

이번 칼럼도 일단은 문이과 공통 칼럼 되겠습니다!

사실 저의 모든 칼럼이 그렇지만 그 주제에서 제가 중요하다고 생각하는 부분을

평가원의 의도를 반영하여 분석하는 것이 주된 내용입니다.

그 중에서도! 이번에 다루는 역함수 부분은 제가 중요하다고 생각하는 부분이 어찌 보면

좀 개성적입니다. 어떻게 보면, 이번수능에 이 유형 나온다! 이런 식의 칼럼이 될 수도 있지만

최대한 말 하고자 하는 부분이 잘 전달이 되어 도움이 될 수 있게 써보겠습니다!

전환함수 편을 안읽으신 분들은 전환함수 편도 꼭 읽어주세요!

자 본격적으로! 알아볼까요?

역함수가 뭘까요?

①정의역과 치역을 바꾼 함수? 아니면 ②  에 대하여 대칭인 함수? 둘 다 맞는 말입니다.

그러면 아주 뻔한거 하나 물어볼까요?

지금부터는 혼잣말로 라도 대답을 하면서 칼럼을 읽어주세요.

질문하겠습니다. 실수 전체의 집합에서 미분 가능한 함수   의 역함수 존재 조건은 뭐죠?

에이, 너무 쉽다 구요? 함수가 일대일대응이면 된다?

 ′≤ 이거나  ′≥ 인 증가함수 또는 감소함수 이면 된다? 뭐 이렇게들 대답을 합니다!

맞아요 맞는 말이에요.

그런데 당신이 원래 역함수는 증가함수이거나 감소함수여야 존재해! 라고 외운 원래족 이라면?

맞는 말에 수능 때 실컷 얻어맞게 될 겁니다.

그런데 본인이 역함수 공부한지 오래되기도 했고 애매해서 원래족인지 아닌지 모르겠다구요?

그래서 제가 점점문제를 준비했습니다.

바로 풀어보실까요?



실수 전체의 집합에서 미분 가능한 함수   의 그래프를 직선   에 대하여 대칭시킨

그래프의 함수   가 존재할 조건 은 ‘전체 구간에서  ′≥ 이거나  ′≤  여야 한
다.’

이다 그렇다면 이   의 그래프를 직선   에 대하여 대칭시킨 그래프의 함수

  가 존재할 조건을 서술하시오.

자 다들 어떤가요? 답이 나오시나요? 아니면 뭔가 알 것도 같은데 어렵나요?

못 푸신 분들은 역함수 존재조건은 ‘전체 구간에서  ′≥ 이거나  ′≤  여야 한다.’에서

왜 하필 0이라는 상수인지 생각을 한번도 제대로 안해보신겁니다. 반성해야해요!

우선 푸신 분들을 위해 답을 알려드릴게요!

답은 ‘전체 구간에서  ′≥
 이거나  ′≤


여야 한다.’입니다.

풀지 못하신 원래족 분들을 위해 이제 풀이를 시작해볼까요?

우선 수능수학에서 어떠한 문제를 접하더라도 상황파악을 위해서 그림을 그리는 것만큼 좋은

작업은 없습니다. 따라서 이 상황도 그림을 그려줘야 합니다.

먼저 역함수 존재조건에 대해서 알아보기위해 그림을 그려보겠습니다.

(가) (나) (다)



위 그림은 임의로 그린 3가지 함수의 그래프를 직접   에 대하여 대칭시킨 그림입니다.

초록색이   , 주황색이 원래함수, 빨간색이 대칭시킨 함수의 그래프입니다.

(가)~(다) 중에서 어떤게 역함수가 존재하지 않는것인지 보이나요? 그렇습니다 (다) 입니다.

여기서 역함수가 존재하지 않는 함수의, 존재하지 않는 이유에 대해서 알아낼 수 있습니다.

역함수도 결국에는 함수입니다. 함수가 정의되기위한 조건에서 생각하면 됩니다.

함수란? 하나의 정의역(값)에 최대 하나의 치역(값)이 대응해야만 합니다. 2개이상이 대응될

경우, 함수가 성립하지 않게 됩니다. (다) 그림이 그렇죠. 이해가 안되시면 아래 그림을!

값 에 대하여, 대응되는 값이 1과 -1로 2개인게 보이시나요? 2일 때, 3일때도 마찬가지!

정리하자면 대칭시켰을 때, 하나의 값에 2개이상의 값이 대응하게 될 경우 함수가 성립하지

않게 되어서 역함수가 존재하지 않게된다. 라고 할 수 있겠네요.

그럼 위 그림을 좀더 자세히 분석하겠습니다. 그래프를 한번 그려본다 생각하고

점로부터   까지 슥슥 그려볼까요?

분명히 에서까지 그릴때에는 빨각색 그래프는 하나의 값에 2개이상의 값이 대응하게

되는 경우가 없습니다. 함수가 되는거죠. 그런데 에서방향으로 그래프를 그리려고
조금이라도

선을 긋는순간 하나의 값에 2개의 값이 대응하게되는 경우가 생기는 것을 알 수 있습니다.



그래프가 점이 움직인 자취라는 발상으로 생각하자면, 자취의 축에 대한 진행방향이 바뀌게
될

경우 함수가 아니게 되버린다는 생각을 할수 있습니다.

여기서 전환함수때 배운 전환점과 의심점이라는 개념을 도입해 보겠습니다.

빨간 그래프가 점이 부터 까지 움직인 자취라는 발상으로 생각하자면 어느 순간이 함수가

아니게 되버리는 전환점 일까요? 당연히 점입니다. 자세하게 설명 해볼까요?

하나의 값에 2개이상의 값이 대응하려면, 그래프가 점이 움직인 자취라고 생각 하였을 때,

점이 움직이다가 축에 대한 진행방향이 바뀔 필요가 있습니다. 한번 빈종이에다 그려보세요.

하나의 값에 2개이상의 값이 대응하는 그래프를 그리려 합니다! 점을 움직이듯이 그래프를

펜을 종에서 한번도 안 떨어트리고 그려보는 겁니다. 축에 대한 진행방향이 바뀌지 않고는

불가능 하다는 것을 금방 이해하실수 있을겁니다.

그러면 이 함수가 아니게 되버리는 전환점. 다른말로 하면 축에 대한 진행방향이 바뀌는
점에

대하여 한번 알아보겠습니다.

축에 대한 진행방향이 바뀌는 점을 수식으로 도치시켜볼 수 있을까요?

(여기까지 읽으실 때에도 그림을 통한 발상을 유지하셔야 합니다)

네 그려보시면서 그림으로 이해하신 분들은 충분히 알아낼 수 있습니다.

실수 전체의 집합에서 미분가능한 함수의 그래프를 대칭시킨 그래프에 대하여,

축에 대한 진행방향이 바뀌는 점은 바로 접선의 기울기가 ∞가 되는 지점입니다.

어찌보면 너무나도 당연한거죠. 부드럽게 그림이 그려지면서 방향이 전환되어야 하니

(기울기가 무한대가 어딨냐구요? 물론 이건 설명을 위해 제가 도입한 임시적인 개념입니다)

정리 하겠습니다.

함수가 존재하지 않을 조건은 하나의 값에 2개이상의 값이 대응하는 것이다.

⇓

그 상황으로 전환하는 전환점은 축에 대한 진행방향이 바뀌는 점이다.

⇓



그것을 식으로 도치시켜서 표현하면 대칭시킨 그래프에서 접선의 기울기가 ∞가 되는 지점이다.

정리 되셨나요? 그러면 또 그림으로 설명 드릴 테니 계속 따라와 보실까요?

대칭시킨 그래프에서 접선의 기울기가 ∞가 나오려면, 원래 함수의 그래프는 어떤 조건을

만족시켜야 하는지 한번 알아 보겠습니다.

초록색 직선은   의 그래프 이고 파란색 직선은 접선의 기울기가 ∞인 상황을 표현
한겁니다.

그렇다면 원래함수의 접선의 기울기가 몇인 상황을   의 그래프에 대칭시켜야, 대칭시킨

함수의 접선의 기울기가 ∞인 상황이 나올 수 있을까요? 이것도 그림을 그릴 수 있겠죠?

보이시나요? 원래함수의 접선의 기울기가 0이 될 때,   의 그래프에 대칭시킨 함수에서

기울기가 ∞인 상황이 나올 수 있습니다.   의 그래프는 축 양의방향과 45도를 이루고

기울기가 ∞인 상황은 축 양의방향과 이루는 각이 90도 인 상황인 상황이니 원래함수는

축 양의방향과 0도의 각을 이루고 있는, 접선의 기울기가 0인게 대칭의 정의에 따라 맞겠죠?



자 머리가 아파오기 전에 한번더 정리하고 가겠습니다.

(여기까지 모든과정을 그림을 보면서 이해할게 아니라 그림을 그리며 이해하셔야 합니다.)

정리 하겠습니다.

함수가 존재하지 않을 조건은 하나의 값에 2개이상의 값이 대응하는 것이다.

⇓

그 상황으로 전환하는 전환점은 축에 대한 진행방향이 바뀌는 점이다.

⇓

그것을 식으로 도치시켜서 표현하면 대칭시킨 그래프에서 접선의 기울기가 ∞가 되는 지점이다.

⇓

원래함수의 그래프에 미분계수가 0인 지점이 있다면 대칭시킨 그래프에는 미분계수가 ∞가

되는 지점이다.

자 마지막 설명 들어가겠습니다.

전환함수칼럼에서 제가 정의한 전환점과 의심점 개념을 제가 적용한 시점에서 어떤 분들은

눈치 체셨을 거라고 생각합니다. 결론부터 말씀 드리겠습니다.

원래함수의 그래프에 미분계수가 0인 지점이 있다면 대칭시킨 그래프에는 미분계수가 ∞가

되는 지점이다. 이것은 맞는 말입니다.

축에 대한 진행방향이 바뀌는 점이 있다면, 그 그래프는 함수의 그래프가 될 수 없고

그 점은 미분계수가 ∞가 되는 지점이다. 이것도 맞는 말입니다.

하지만, 미분계수가 ∞가 되는 지점이 존재하면 함수가 아니다. 이건 또 아닙니다.

미분계수가 ∞가 되는 지점은 어디까지나 의심해야할 의심점이지 축에 대한 진행방향이

바뀌는 점이라고 판명된건 아니기 때문이죠. 쉽게 설명하자면, 용의자와 범인의 차이죠.

그림으로 설명하겠습니다.

(자 이것도 그려보셔야 합니다)



  과 그 역함수   




의 그래프를 그린 것입니다.

그래프는 점이 움직인 자취라는 관점에서 다시 생각해 보겠습니다.

분명   




는 그림으로 보았을 때 에서 접선의 기울기가 ∞입니다만, 축에 대한

진행방향이 바뀌지는 않습니다. 그리면서 이해할 수 있었겠지만 원래 함수인   의 미분계수

가 양수값에서 감소해서 0은 되었지만, 다시 증가하여 양수가 되었기 때문이죠.

네 그렇습니다. 대칭시킨 그래프가 축에 대한 진행방향이 바뀌려면, 원래함수의 그래프가

미분계수가 0이 되더라고 극값을 갖는 형태가 되어야 합니다.

이상이 역함수가 존재하지 않기위한 조건이였습니다. 그렇다면 지금까지를 통해 알아낸

역함수가 존재할 조건은? ‘전체 구간에서  ′≥ 이거나  ′≤  여야 한다.’ 되겠습니다.

자 그러면, 여기서 다시문제!

실수 전체의 집합에서 미분 가능한 함수   의 그래프를 직선   에 대하여 대칭시킨

그래프의 함수   가 존재할 조건 은 ‘전체 구간에서  ′≥ 이거나  ′≤  여야 한
다.



이다 그렇다면 이   의 그래프를 직선   에 대하여 대칭시킨 그래프의 함수

  가 존재할 조건을 서술하시오.

네 맞습니다. 아까그문제. 이제는 풀 수 있을거에요!

(못푸시면 다시 읽으면서 다시 그리세요ㅎㅎ)

흠… 내친김에 풀이한번 해보겠습니다.

우선   를 보시죠. 저희는 어떠한 그래프를 저 직선에 대하여 대칭시킬 것이고 그 것도

하나의 값에 하나의 값만 대응되어 함수가 되기를 원합니다.

이것역시 함수가 되지않을 조건을 통해 접근하겠습니다.

역시나 대칭시킨 그래프의 접선의 기울기가 ∞가 되는 의심점을 찾는것에서 시작하겠습니다.

갈색 직선이 기울기가 ∞가 되는 상황입니다. 그리니까 감이 확 오지않나요?

  는 축 양의방향과이루는 각이 60도, 갈색 직선은 90도 이기 때문에 이 두 직선 사이

의 각도는 30도가 됩니다. 따라서 대칭시켰을 때 기울기가 ∞가 나오도록 하는 원래 함수의

기울기는 직선   과 이루는 각이 30도가 되면서, 축 양의방향과이루는 각또한 30도가

되는  


의 상황인 것을 알 수 있습니다.



여기서 부터는 역함수 존재조건과 같은 과정을 겪습니다.

따라서

정답은 ‘전체 구간에서  ′≥
 이거나  ′≤


여야 한다.’ 인 것을 알 수 있습니다.

이해가 되셨나요?

수능문제를 통해 그림으로 접근하는게 단련이 되있으셨던 분들에게는 쉬운 내용들 이였다고

생각합니다. 또는 어떤분들은, 아니 이런것도 알아야되나? 싶었을 수도 있습니다.

그래서 아래 문제를 준비 했습니다!

1. 함수 y= x 3+ax의 그래프를 원점을 중심으로 양의 방향으로 45〫회전시켜서 얻은 곡선이 
실수 전체에서 정의된 어떤 함수 y= f(x)의 그래프가 되는 a 의 범위는?1)

[2점][2001학년도 수능]
① a≥1 ② a≥0 ③ a≤1

④ a≤-1 ⑤ 0≤a≤2

수능 기출을 가져왔습니다!

(가, 나형 공통입니다)
논술 준비하시는 분들에게도 도움이 될 것이라 생각되는 문제입니다.

한번 풀어 보실까요?



칼럼을 이해하셨다면 쉽게 풀 수 있을 겁니다.

답은 1번입니다. 
자 그리고 이건 가형 응시자들만 풀 수 있는 문제입니다.

마지막 점검 하시고 칼럼 마무리 하시면 되겠습니다.

실수 전체의 집합에서 미분 가능한 함수   의 그래프를 직선   에 대하여 대칭시킨

그래프의 함수   가 존재할 조건 은 ‘전체 구간에서  ′≥ 이거나  ′≤  여야 한
다.

이다 그렇다면 이   의 그래프를 직선   에 대하여 대칭시킨 그래프의 함수

  가 존재할 조건을 서술하시오.

자 수고 하셨습니다.

참고로 답은!



전체 구간에서  ′≥ 
 이거나  ′≤ 


여야 한다.’ 입니다!

[해설] 

θ θ

y= 2x와 y축이이루는 각 θ에 대하여 y= 2x와의 내각이 θ인 y=mx에 대하여 생각하자. f(x)의

그래프 상에서 순간 기울기가 m이 되는 순간 f 2x(x)의 그래프 상에서는 기울기가 ∞가 되서

함수가 정의 되지 않는다.



즉, f 2x(x)가 정의되기 위해서는 닫힌구간 [0, 4]에서 f '(x)0≥m이거나 f '(x)≤m 여야 한다.

그렇다면 m값을 구해보자 tanθ=
1
2

에 대하여, tanα=2라 한다면, tan(α-θ)=m 이므로,

2-
1
2

1+2∙
1
2

=
3
4
=m

   수고하셨습니다. 도움이 되시면 좋겠네요.

                                  칼럼을 써본적이 없어서 어떤지 잘 모르겠어요 

                                  읽어보신 분들은 댓글로 나마 1번씩 피드백 부탁드립니다!


