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Ⅰ. 집합의 분할

   개의 원소를 갖고 있는 집합 와 집합   ∈  ≤ 에 대하여

      (i)   ∪∪ ⋯ ∪

      (ii) ∀∈ , ≠∅

      (iii) ∀ ∈   ≠  → ∩ ∅

   이면,   ⋯ 를 집합 의 분할(Set Partition)이라 하고, 각 를 이 분할의 블
록(block)이라 한다.

   원소의 개수가 개인 집합에 대하여 개의 블록을 가진 이 집합의 분할의 수를 제 종 
스털링 수(Stirling Numbers of the Second Kind)라 하고,   로 나타내며, 이러한 
집합의 모든 분할의 수를 벨 수(Bell Number),  이라 한다. 즉,

  
  



  

   이다.

   제 종 스털링 수 역시 가 특정한 값을 가질 때 비교적 간단하게 계산 가능하며, 그 외
의 값을 가질 때는 점화식을 이용하여   의 값을 구할 수 있다.

   ① 편의상 집합 를   이라 하자.   일 때, 조건을 만족하는 분할은    뿐
이므로     이다.

   ②   일 때, 조건을 만족하는 분할은   ∪∪ ⋯ ∪ 뿐이므로
          이다.

   ③   일 때, 서로 다른 개의 원소를 두 집합에 분배하면 된다. 전체 경우의 수는 가
지이고 공집합이 발생하는 경우는 가지, 두 집합은 구별되지 않으므로 최종적으로 
로 나누어주면         이다.

   ④    일 때, 집합 의 분할은 원소의 개수가 개인 집합  개와 원소의 개수가 
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개인 집합 개로 구성되어 있으므로, 원소의 개수가 개인 집합만 구성하면 나머지는 
자동으로 정해진다. 따라서      C이다.

   ⑤ 집합 의 분할 중   인 블록 의 존재 여부에 따라 경우를 나누자. 그러한 블
록 가 존재하는 경우, 집합  을  개의 블록으로 분할하면 되므로 이때 경우
의 수는     이다. 그러한 블록 가 존재하지 않는 경우, 우선  을 
개의 블록으로 분할한 후 그중 하나에 원소 을 끼워 넣으면 되므로 경우의 수는

         × C이다. 따라서 합의 법칙에 의해 다음과 같은 점화식을 얻는다.

         ⋅    ⋯⋯ 

   위 점화식은 분할수  의 점화식과 유사하지만, ⋅    항을 보면 가 곱해
지면서 분할수에 비해 더 빠르게 증가하고, 가 남아있어 계산량이 더 많을 것이라고 유추
해볼 수 있다.

   예제 1) 을 보다 큰 세 자연수의 곱으로 나타내는 방법의 수와, 세 자연수의 곱으
로 나타내는 방법의 수를 각각 구하여라.

   pf)   ×××××이다. 이때 세 자연수가 모두 보다 크다는 것은 집합
           을 분할한 각 블록이 공집합이 아님을 의미하므로 이때의 경우의 수

는   과 같다. 또한 을 허용하는 경우 블록의 수가 개 이하이므로 이때의 경우
의 수는         이 된다.

      따라서 답은     ,           이다. (  의 값은 
의 점화식을 이용하여 구하면 된다.) ■

   예제 2) 집합 의 분할을 생각하여 다음이 성립함을 보여라.

(1)     
  

  

  C ×   

(2)    
  

  

  C ×  (단,    )

   pf) (1) 이 포함된 블록을 라 하자.    일 때, 의 나머지 원소들을 정하는 방법
의 수는   C      C  가지이고, 나머지  개의 원소들을  개의 블록
으로 분할하는 방법의 수는     이다. 이때   부터  까지 가능하
므로 이들을 모두 합하면 문제의 등식이 증명된다. ■
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       (2) (1)과 같은 방법으로 블록 를 정의하자.    일 때, 의 나머지 원소들을 
정하는 방법의 수는   C      C  가지이고, 나머지  개의 원소들을 블
록으로 분할하는 방법의 수는   이다. 이때   부터 까지 가능하므로 이
들을 모두 합하면 문제의 등식이 증명된다. ■

   예제 3)    를 구하여라.

   pf) 집합 을  개의 블록으로 분할하면, 각 블록의 원소의 개수는 다음의 두 가지 상

황만이 가능하다 :    
   ⋯ 

  

 또는    
    ⋯ 

  

. 첫 번째 경우, 원소의 개수가 
개인 블록만 결정하면 나머지는 자동으로 정해지므로 이때의 경우의 수는 C이다. 
두 번째 경우, 원소의 개수가 개인 블록 개만 결정하면 나머지는 자동으로 정해지므
로 이때의 경우의 수는 C ×이다.

      따라서 구하는 전체 경우의 수는

     C × C 

  

      이다. ■

Ⅱ. 함수의 개수 구하기

   제 종 스털링 수를 이용하면 전사함수의 개수를 쉽게 구할 수 있다.

   예제 4) 전사함수    → 의 개수를 구하여라.

   pf) 정의역  을 공집합이 아니고 서로소인 세 집합으로 분할하고, 이들에게 , , 을 
할당하면 되므로 구하는 경우의 수는 ×    개다. ■

   예제 5)   ∈일 때,   이고, 이 짝수라면   은 의 배수임을 보여라.

   pf) 함수    → 을 생각하자. 전사함수 의 개수는   ×이고, 이를 포함과 
배제의 원리로 구하면   C⋅

  C⋅
    ⋅  가지이므로
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      이다. 한편   이면

   

    

 

      에서    ≡ ≡ mod ,

               ≡  
≡ mod 이므로   은 의 배수이다. ■

   pf) (1) 집합 에서 치역의 원소 개를 선택하는 방법의 수는 C가지 이고, 이때 정의
역 을 개의 블록으로 분할하여 각각에 치역의 원소를 할당해야 하므로 전체 
경우의 수는 C⋅  이다. ■

       (2) 에서 으로 가는 함수 는 모두 개이고, 의 치역의 원소의 개수는 개
에서 min 개까지 가능하므로 이들의 합을 구하면 다음을 얻는다. ■

  
  

min 

C ⋅  

   예제 6) 
  



  
  

min 

  C  ⋅  이 성립함을 보여라.

   pf) Claim에 의해

  
  

min 

C⋅  

      이 성립한다. 이때 우변은 위 등식을   부터 까지 합한 것이므로


  



 
  




  

min 

 C ⋅  

< Claim >

(1) 함수    → 에 대하여 치역의 원소의 개수가 인 함수 의 개수는
    C⋅  이다.

(2)   
  

min 

C ⋅  이 성립한다.
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      이 성립한다. 우변의 시그마를 의 값을 기준으로 풀면,

             일 때 : C⋅  
             일 때 : C⋅   C⋅  

               ⋮
             일 때 : C⋅   C⋅   ⋯  C⋅          
           ( min )

      이다. 이를 세로로 읽으면 같은 행에서는 C⋅  에서 의 값이 일정하므로 를 
기준으로 다시 생각해보자. 가 부터 까지 변화할 때   의 값은 각각 일정하
고, C    C  ⋯  C 가 곱해진다. 이는 하키스틱 공식에 의해   C   과 같
으므로


  



 
  




  

min 

 C ⋅   
  

min 

  C  ⋅  

      이다. 최종적으로 를 로 바꿔주면 문제의 등식이 증명된다. ■

   또한 ∈에 대하여

   ⋯    
  

  

 

   라 하면, 제 종 스털링 수   에 대하여 다음이 성립한다.

  
  



  

   이 등식은   의 점화식을 이용한 수학적 귀납법을 통해서 증명이 가능하고, Claim의 
등식을 변형한 증명도 가능하다. (본문에서 자세한 증명은 생략한다.) ■

Ⅲ. RG Function

   함수    → 는 수열 ⋯ 으로 나타낼 수 있다. 예를 들어,   , 
  이고   ,   ,   ,   이면   과 같이 나타낸다. 함수 
   ⋯ 이 다음 조건을 만족할 때, 함수 를 RG 함수(Restricted Growth 
Function)이라 한다.
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      (i)   
      (ii)  ≤max     ⋯     ( ≤  ≤ )

   즉,    ⋯ 이 RG 함수이면 번째 수 는 그 앞에 있는 수들보다 많아야 만큼
크다. 예를 들어,   ,   이면 은 RG 함수이지만 은 RG 함수가 아니다.

<정의 1>

   이 자연수일 때, 두 함수  , 을 다음과 같이 정의하자.

             →  is a RG function

           is a partition of 

<정의 2>

      ⋯ 이 의 원소일 때,

             ∈     ≠∅

   이라 하고 함수    → 을     ⋯ 로 정의하자.

<정의 3>

   가 의 원소일 때, 의 블록을 아래 조건을 만족하도록 번호를 붙여

          ⋯

   로 나타내자.

      (i) ∈
      (ii) min  ∈  ∈
      (iii) min  ∈  ∪∪ ⋯ ∪  ∈ ( ≤ ∈)

   각   ( ≤  ≤ )에 대하여 ∈이면   라 하고, 함수    → 을

          ⋯ 

   으로 정의하자.
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   위에서 정의한 집합  , 과 함수 , 에 대하여 는 의 역함수이고, 는 집합 
에서 으로 가는 일대일대응 함수이다. 따라서 모든 RG 함수    → 의 개수는 
벨 수  과 같다.
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