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아드레날린 ex

공통

1. 두 자연수  에 대하여 함수

 sin    ≤ ≤ 

이 있다. 집합   log  는 정수의 원소의 개수가 이

되도록 하는 서로 다른 모든 의 값의 합은?

[2023학년도 경찰대 17]
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1. 정답 ① [2023학년도 경찰대 17]

1) 함수 보이면 관찰 → 그래프 그리기, 문제해석

 는 자연수인데  sin    ≤ ≤ 가 있답니다. 일단 주기가 


이고 최댓값이  ,

최솟값이  인 함수죠? 이런 함수는  ≤ ≤  범위에서 짤라내면 가 되는 거예요.

이때 집합   log  는 정수의 원소의 개수가 이 되도록 하는 서로 다른 모든 의 값의 합을

구하랍니다.

일단 해석부터 해볼게요. log    (는 정수)라고 하면  가 되죠? 결국 의 함숫값이 의

제곱수가 되는 모든 가 집합의 원소가 되는 구조네요. 이게 개여야 해요.

다시 말하면 ⋯             ⋯과 만나는 점의 개수가 총 개여야 한다는 말이죠. 물론

⋯   


   


도 있지만 어차피 최솟값인  에서 가 자연수라 만날 일은 없습니다. 무시해도

되겠죠?

잘 생각해보세요. 가 커질수록 주기가 작아지는 구조에요. 위아래로 왔다리갔다리하는 횟수가 많아지니까

당연히             ⋯과 만나는 점이 많아지겠죠.

그리고 최댓값과 최솟값의 차이는 에요.          요런 숫자가 작은 부분에서는 주기가 작더라도

만나는 횟수가 증가할 수 있지만   을 넘어가면 위아래의 차이가  이상이 나기 시작하기 때문에 하나만

만날 수 있습니다. 이러면 주기를 반복하는 횟수가 늘어나서 번을 채우는 방법으로 가야겠네요.

2) 자연수 보이면 숫자 넣기

그럼 천천히 숫자 넣어보면서 가봅시다. 먼저 함숫값의 구간을 결정한 다음 주기를 결정하는 게 좋겠어요.

주기는 가능한 숫자의 범위가 훨씬 넓을 테니까요. 먼저   인 경우  sin   ≤ ≤ 인데



이렇게 설정할 수 있습니다. 개를 만족시키려면   은




≤   


의 범위에 있어야 해요. 


에 등호가 없는 건 그렇게 되면 만나는 점의 개수가 개가 되거든요.

따라서  ≤  


이고   입니다.

  일 때를 보죠.  sin    ≤ ≤ 입니다. 에서 위아래로 씩 최대와 최소가 되니까

여기부터는 위와 같이   과   에 동시에 만나는 것이 불가능합니다.    하나에서만 만나야 해요.

이러면 


≤   


이어야 합니다.  ≤  이고   이네요.

이제 여러분 생각해보세요. 앞으로는 계속    하나에서만,    하나에서만,    하나에서만.... 만나야

해요. 그러면 모든 경우가 위의 경우와 동일한 거잖아요. 단지 값만 달라질 뿐이죠.   을 제외한 모든

경우에서   만 가능합니다. 따라서 모든 의 값의 합은    입니다. 답은 ①번이네요.



2. 함수












   ≤   

   ≤ ≤ 

  

에 대하여 함수 를


 



 

라 할 때, 함수 의 최솟값은? [2023학년도 경찰대 18]

①  


②  


③ 


④  


⑤  





2. 정답 ② [2023학년도 사관학교 12]

1) 정적분의 위끝에 변수가 있는 경우












   ≤   

   ≤ ≤ 

  

가 있는데 
 



 의 최솟값을 구하랍니다.

먼저   입니다. 그리고 우리가 적분하는 변수는 에요. 그러면 안에 있는 는 상수니까 밖으로

빼야겠죠? 따라서 
 



  
 




 



입니다.

그리고 미분해볼까요?  ′ 
 



 입니다.

이때 










   ≤   

   ≤ ≤ 

  

이니까 










   ≤   

   ≤ ≤ 

  

이죠?

그리고 
 














    

     ≤   

      ≤ ≤ 

   

입니다.

  










      ≤   

      ≤ ≤ 

  

이구요. 모두 더하면

 ′









    

   ≤   

    ≤ ≤ 

   

입니다. 그래프를 그려보면



이렇게 되네요. 이걸 적분해서 의 최솟값을 그려야 합니다.

이거 대충 생각해보세요. 쭉 이다가  에서 까지만 감소하다가 그 이후로는 계속 증가하는 그래프에요.

당연히   에서 최소가 되죠. 우리는   에서의 함수만 알면 됩니다.

  이니까 고려해서  ′









    

   ≤   

    ≤ ≤ 

   

를 적분하면  에서 까지




   


입니다. 최솟값은  


이네요. 답은 ②번입니다.



3. 최고차항의 계수가 양수인 다항함수 와 함수   

의 그래프를 축에 대하여 대칭이동한 그래프를 나타내는

함수 가 다음 조건을 만족시킨다.

(가) lim
 → 



의 값이 존재한다.

(나) lim
 → 
 


  (는 이 아닌 상수)

(다) lim
 →  
 ′


 ∞

의 차수의 최솟값이 이다. 의 차수가 최소일 때,

의 값은? [2023학년도 경찰대 19]

① 


② 


③ 


④ 


⑤ 




3. 정답 ④ [2023학년도 경찰대 19]

1) 조건해석, 함수극한은 논리다

가 최고차항의 계수가 양수인 다항함수인데   를 축 대칭한 함수가 랍니다. 그러면

  이죠?

(가)조건에서 lim
 → 



의 값이 존재한답니다. 분모가 으로 가는데 값이 존재하니까 분자도 으로 가야겠죠?

 입니다.   이니까   이죠?

(나)조건에서 lim
 → 
 


  (≠ )이랍니다. 먼저 분모가 으로 가는데 값이 존재하니까 분자도 으로

가야 합니다. 따라서  입니다.   이니까   이구요.

그리고 이제 생각을 해봅시다. 만약 ≠이라면? 그러면 그냥

lim
→ 
 
 

× lim
→ 




 ′

 
 ′

 입니다.

만약  이라면? 이건 다시 생각해봐야죠. 가  이라는 인수를 적어도 두 개 가져야 할 수도

있거든요.

(다)조건에서 lim
 →  
 ′


 ∞이라고 합니다. 극한값이 무한대가 나오려면 분모가 으로 가야하잖아요?

따라서  ′  입니다. (더 구체적으로는 lim
 →  

 ′ 여야 합니다. 가 나오면 음의 무한대가

나오거든요.)   이니까 이걸 미분하면  ′   ′ 이죠? 따라서  ′ 입니다.

어라? 아까
 ′

 
 ′

 이었는데  ′ 이면   이잖아요? 그런데 ≠ 이어야 하는데요? 그럼

위아래의 같은 인수가 지워지게끔 해줘야겠네요.

2) 함수 구하기 - 인수정리

정보를 정리하면    이고    ,  ′  ′  입니다. 여기서

  ′ 이므로 인수정리에 의하여 는  이라는 인수를 적어도 두 개는 가져야 하잖아요?



그런데 그렇게 되면 lim
→ 
 


 에서 분자에는   인수 적어도 두 개, 분모에는   인수

하나가 있으니까 위아래 같은 인수를 제거하면 분자에만   인수가 남아서 극한값을 계산하면   이

됩니다. 이러면 안 되죠?

따라서 분모에 인수가 더 추가되어야 합니다. 다시 말하면    이어야 한다는 말이죠.

이제 우리가 모은 정보를 조합해서 lim
 → 
 


 를 계산해보죠.   ′ 이고,

    이므로 는 최소 개의 인수를 가져야 합니다. 가 사차함수라 가정해볼게요.

    입니다.

  이므로     이네요.

lim
→ 
 


 lim

→ 

   
   

 lim
 → 
  

 
 


 입니다. 그럼 결국 차수가 일

때 차수가 최소가 되겠네요.  입니다.  


이네요. 답은 ④번입니다.



4. 모든 실수 에 대하여 부등식

sin  cos ≥ 

을 만족시키는 실수 의 최댓값과 최솟값의 합을 구하시오.

[2023학년도 경찰대 24]



4. 정답  [2023학년도 경찰대 24]

1) 변수 치환

모든 실수 에 대하여 sin  cos ≥ 를 만족시키도록 하는 의 최댓값과 최솟값의 합을

구하랍니다.

일단 먼저 변수를 통일해주는 게 좋겠죠? sin cos  을 사용해서 cos로 통일해줍시다.

  cos cos  ≥ 

그런데 이대로 다루기엔 불편함이 있어요. 다항함수로 다루는 게 훨씬 편하거든요. 그러면 치환을 해봅시다.

cos  라고 하는 거예요. 여기서  ≤ cos ≤ 이죠? 따라서  ≤ ≤ 에서

      ≥ 이고 정리하면       ≥ 입니다.

2) 함수 보이면 관찰 → 그래프 그리기, 케이스 분류

편의를 위해서       이라고 할게요. 그러면  ≤ ≤ 의 범위에서 ≥ 가 되도록

해야 합니다. 일단 관찰을 해보죠.

먼저 로 묶어볼게요.       이므로       을 확정적으로 지나는

함수입니다.

2-1)  인 경우

는 차수가 몇일까요? 만약   이라면?    가 됩니다.   에서 함숫값이 이 되고

  ≤ ≤ 에서는 계속 ≥ 이 되죠. 이 경우는 가능하네요.

만약 ≠ 인 경우 는 삼차함수의 형태입니다. 거기에 이차항이 없으니까 사실상 기함수인데 위쪽으로

만큼 움직인 형태를 띄고 있죠.

2-2)  인 경우

  인 경우 는 최고차항의 계수가 양수인 삼차함수입니다. 여기에  를 지나는 개형은



이렇게 두 개가 가능합니다. 다만 오른쪽의 계속 증가하는 개형은 불가능해요. 왜냐하면

      을 지나야 하는데 계속 증가하니까  은 지날 수가 없잖아요.

그럼 결국 지렁이같이 위아래로 왔다기갔다리하는 개형만 가능합니다. 다만 위와 같이   에서 축과 만나지

않는 개형은 불가능해요.

이제   에서 축과 만나야 하는데 극소가 되는 좌표가 보다 작다면? 보다 작은 부분에서 축과 만나게

되겠죠? 그러면 그 사이에서 축 아래로 내려가는 일이 생깁니다.

이렇게 말이죠. 이러면   ≤ ≤ 에서 ≥ 가 성립하지 않는 경우가

발생하죠? 따라서 극소가 되는 좌표는 보다 커야 합니다.

그럼 극소가 되는 좌표가   이라서   에서 축에 접하는 건요?



가능하네요. 결국 극소가 되는 좌표가 보다 크거나 같아야 합니다. 이건

다시 말하면   에서의 미분계수는 보다 작거나 같다는 말이죠.   에서 감소하거나   에서 축에

접해야 하니까요.

   쪽은 어차피    이전에 계속 위쪽으로 올라가는 데다가   을 지나야 해서 계속 양수가

유지됩니다. 는 변곡점(대칭점)이  라  ≤ ≤ 에서 함숫값이  이하가 된다는 건  ≤ ≤ 에서

함숫값이 을 넘어간다는 말과 같거든요. 그런데 극소가 되는 좌표가 보다 크거나 같아야 해서   까지는

계속 감소하는 게 확정입니다.

      이므로 미분하면  ′    인데   을 넣으면    ≤ 입니다.

≥ 이네요. 사실상 최솟값은    이죠?

2-3)  인 경우

  인 경우에는       는 최고차항의 계수가 음수인 삼차함수가 됩니다. 이러면 개형은

이렇게 두 가지네요. 먼저 왼쪽의 개형의 경우  ≤ ≤ 에서 무조건 ≥ 입니다. 감소하는데  을

지나야 해서 그 이전까지는 쭉 보다 커야 하잖아요.       에서 항상

 ′     이 보다 작거나 같아야 이 개형이 나오죠? 극점이 존재하지 않는 개형이니까요. 따라서

 ≤ 이고 ≤ 입니다.



오른쪽의 개형의 경우 일단   이죠? ≤ 이면 왼쪽 개형이 되니까요.

 ≤ ≤ 에서는 무조건 ≥ 입니다.  을 반드시 지나야 하는데 극점이 존재하므로 극대점은

    에서 형성됩니다. 그럼 부터 극대점까지는 계속 증가하다가 극대점부터   까지는 계속 감소해서

최종적으로는 을 가지니까  ≤   에서는 계속 보다 크게 되죠. 마지막   에서 이 되구요.

결국  ≤ ≤ 만 확인하면 됩니다. 이 경우 극솟값이 보다 크거나 같아야 ≥ 을 만족시키겠네요.

여기서 생각을 해보죠. 가 커질수록 극댓값과 극솟값은 점점 차이가 벌어질 거예요. 언제가 최대일까요?

우리는 최댓값만 구하면 되잖아요? 바로 축에 접할 때입니다.

접점의 좌표를 라 하면 인수정리에 의하여 는  라는 인수 두 개와

 이라는 인수 한 개를 가져야 하므로

   ≡              입니다. 그런데 이건

      과 같죠? 따라서 이차항의 계수끼리 비교하면    이고,    


입니다.

상수항끼리 비교하면   


 이고   이네요.   일 때가 최대입니다. 따라서 최댓값과 최솟값의

합은     입니다.


